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FONKSIYON KAVRAMI

Ginlik hayatta iki nicelik arasindaki
dogrusal iligkilere siklikla
rastlanmaktadir.

Ornegin, sabit hizla hareket eden bir
cismin katettigi mesafe ile zaman
dogrusal iliski icindedir.

Genel olarak birbirine birinci dereceden
bir denklemle bagli iki degisken icin
dogrusal iligkilidir denir.

x ve y birbirine dogrusal iliskiyle
baglanmis iki dedisken ise aralarinda
sifirdan farkli a,b gercek sayilari icin
ax+by+c=0 bi¢ciminde bir denklem
yazilabilir.

Bu bélimde fonksiyon kavramini
tanimlayip, iki degisken arasinda
bulunan dogrusal iliskiyi ifade eden
dogrusal fonksiyonlari inceleyecegiz.

Genel olarak fonksiyon terimini, farkh
olmasi gerekmeyen (ve bos olmayan ) iki
kime arasinda elemanlari (genellikle bir
kurala gére) esleyen bir iligki olarak
tanimlayabiliriz.

TANIM

A ve B bos olmayan iki kime olmak lzere
A nin her bir elemanini B nin bir ve
yalniz bir elemanina esleyen iliskiye
(kurala) A dan B ye fonksiyon denir.

A dan B ye tanimli bir f fonksiyonu

f:A->B

a da f:A-B,y=f(x) bigiminde
X_)y:f(x)y y=f(x) big

gOsteririz.
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Fonksiyonlar genellikle f,g,h gibi harflerle
temsil edilirler.

A dan B ye tanimli f kuralinin
(eslemesinin) fonksiyon olmasi igin

i) A daki her elemanin goérintisa
(eslestigi bir eleman) olmali
(ya da A da agikta eleman kalmamalr)

ii) A daki her elemanin yalniz bir tane
gorintlisli olmali (A dan bir eleman B den
sadece bir elemanla eslesmeli)

kosullari gergeklenmelidir.

Asagida A dan B ye semalari verilen f, g, h, z
eslemelerinin fonksiyon olup olmadiklarini
nedenleriyle aciklayiniz?

TANIM, DEGER VE GORUNTU KUMESI
f:A-B fonksiyonunun semasi

A f.B

b .@ Gériinti
‘v kiimesi

Deger

kiimesi
Tanim umes

kiimesi

olduguna gore,
A = {a, b, c} kimesine fonksiyonun tanim
kiimesi,

B ={1, 2, 3, 4} kimesine fonksiyonun deger
kiimesi denir.

Bu fonksiyonu liste bigciminde
f={(a,2),(b,3),(c,3)} olarak da yazabiliriz.

A daki elemanlarin eslestigi B kiimesininin
elemanlarindan olusan kiimeye goriintu
kiimesi denir ve f(A) ile gosterilir.

Su halde gorinti kimesi f(A) = {2, 3} tar
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Fonksiyonun liste bi¢ciminin koordinat
dizleminde noktalar seklinde ifade
edilmesine fonksiyonun grafigi denir.
Fonksiyonun grafigini inceleyelim.

Grafikten herhangi bir degeri R

okumak igin x ekseninde y=f(x)
noktayi bulup disey

dogrultudaki ilgili noktanin y

degerini soyleriz. 2t—

Mesela f(a) i¢in x ekseninde _ 1 .
x=a yI bulup dikey ~ ] a b ¢cx

dogrultudaki noktanin y

degerini okuyarak,

y dederi (bu durumda 2) 2 oldugu igin f(a)=2
(ya da a nin goérintisit 2 dir) diyoruz.

Dikey dogrultuda fonksiyonun tanim
kiimesi i¢cin tam olarak bir nokta olmasi
gerektigine dikkat ediniz.

Grafik U¢ noktadan olugsmaktadir.

f(a)=2 , f(b)=3, f(c)=3 oldugu grafikten
goérilebilir.

Yukaridaki fonksiyonun tanim kimesi sonlu
sayida elemandan olustugu i¢in grafigi sonlu
sayida noktadan olusuyor (kesikli grafik
tird). Tanim kimesi sonsuz elemanli olan
kimelerde tanimli fonksiyonlarin grafikleri
surekli (¢cizgisel—egrisel grafik tird) bigimli
olabilir. Grafik konusuna tekrar deginecegiz.

Asagida verilen fonksiyonlarin tanim (T),
deger (D) ve gorinti kuimelerini (G) yaziniz?

AT.B L %R
] 1A
2\ AN

T:
G:
D:
A dan B ye f fonksiyonunun A f B
semasl! yanda verilmistir. f b
fonksiyonunu liste yéntemi, "/
grafik yéntemi gésteriniz. |

Tanim, deger ve gorintu
kimelerini yaziniz. Eslemeyi bir
cebirsel bicimde (kural) yazmak
istersek nasil bir ifade yazabiliriz?

f:[0,0) - R fonksiyonu "Her bir gergek
saylyl dort kati ile eslestirmektedir."seklinde
tanimlaniyor. Buna gére, f dogrusal
fonksiyonunu a) cebirsel olarak ifade ediniz.
b) goériinti kiimesini yaziniz ¢) boyle bir
fonksiyon hangi amacla kullanilabilir ?

f(iz)i:/))l(R—q.s ifadesinin bir fonksiyon belirttigi biliniyor.
Buna gore segilebilecek en genis A kiimesini ve bu
fonksiyonun goruinti kiimesini belirtiniz.

g| Baslangicta bos olan dikdértgenler prizmasi
o| seklindeki havuza, sabit hizli su akitan bir
©[ musluktan su doldukga havuzdaki suyun
N| YyUksekligi saniyede 1 cm artmaktadir.
©
f, Havuzdaki suyun yuksekliginin, zamana (sn.)
o| bagh olarak yiuksekligini (cm) gdsteren iligki,
€[ uygun aralikta f(x) = x seklinde tanimli f
;' fonksiyonu ile ifade edilebilir.
: Bu iliskide zaman y(cm)
bagimsiz degisken, i y=X
yukseklik bagimh 22—
\) degiskendir. 1
Sekli inceleyiniz. ) < | X(sn)
« 7 >

iki degiskenden birine verilen degerlere
bagli olarak diger degisken degisiyorsa,
bu durumda ilk degiskene bagimsiz
degisken, ikinci dediskene ise bagimli
degisken denir.

Tabloda aralarinda dogrusal iliski olan x
bagimsiz degiskeni ve y=f(x) bagiml
degiskeni icin bazi degerler verilmistir.

X —2 0

16

y -5 1 4

a) Buna gore degiskenler arasi cebirsel
ifadeyi yaziniz.

b) f(0)+f(1)+f(10) kagtir?
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y=x fonksiyonunun grafiginden genel . -
y=f(x) fonksiyonu igin AY

olarak biitiin dogrusal grafikleri elde
edebilecegimiz i¢in bu fonksiyona
referans fonksiyonu diyecegiz

Sayisal sonuglar alan fonksiyonlarda
asagidaki 6zelliklere o fonksiyonun
nitel 6zellikleri denir.

1.Tanim ve gdéruntd kimeleri

2. Isareti (goériintii kiimesinin sifirdan
blylk ya da kuglik olusu)

3. Sifiri (bagimsiz degiskene verilen
degder igin bagimli degiskenin sifir olusu)

4. Maksimum ve minimum noktalari
(fonksiyonun gorintilerinde kendisinden
daha bluyuk ya da daha kuglik degerler
olmayan sayilar)

5. Artanhik ve azalanlig: (tanim
kimesindeki dederler biylidikge
goriantllerin artmasi ya da azalmasi)

6. Bire—birligi (tanim kiimesinden
secilecek farkli degerlere ait goérintilerin
de farkli olup olmamasi)

Tanim ve goéruntu kimelerinden daha
6nce bahsetmistik simdi bir fonksiyonun
grafigi ve sirasiyla diger maddelerden
bahsedelim.

BiR FONKSIYONUN GRAFIGi
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Bir fonksiyonun tanim y
ve goéruntlu kiimesinin
elemanlarinin
ikilerinin olusturdugu gérintii
noktalara fonksiyonun
grafigi denir.

Tanim kimesi X,
goéruntd kimesi
elemanlari y ekseninden segcilir.
Fonksiyon grafikleri dogrusal olabilecegi
gibi egrisel sekiller de olabilir.

Bir fonksiyonun grafigine bakarak hizli
bir sekilde tanim/gérintld kimeleri ,
fonksiyonun isareti, fonksiyonun
maksimum minimum degerleri,
fonksiyonun artanlik—azalanlhigi,
fonksiyonun bire—birligi gibi nitel
6zelliklerine hizlica karar vermek
mimkin olur.

a) tanim ve goruntl kimelerini
belirtiniz

b) f(3) kactir.

c) f(4) kagtir?

y=f(x) fonksiyonu

icin a) tanim ve gorintd
kimelerini belirtiniz 2
b) f(3) kagtir. '\ 4

c) f(0)+f(4) kactir? _; 0 3 \)‘/

BiR FONKSIYONUN iSARETI

Sekilde verilen

y _ y=f(x) egrisinin
T ﬂ'—f(x) tablosunu
v\ yapalim. Bunun

-1 4 X icin x eksenin
Uzerindeki
-3 noktalarda
y= f(x)>0,
grafikle x ekseninin kesimi olan
noktalarda f(x)=0 (bu fonksiyonun —1 ve
4 olmak Uzere iki tane sifiri var).
(f(x)=0 denkleminin kdékleri f nin sifirlari
adini alir.)
x ekseninin altindaki kisimda da y=f(x)<0
oldugunu bilmek yeterlidir. Bu bilgileri
tabloda (isaret ) su sekilde ifade ederiz.
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vty 47 y=f(x)
fonksiyonunun
v1 isaret tablosunu
2 X yapiniz, sifirlarini
-3 0 \ belirtiniz.
y=f(x)

fonksiyonunun
grafigi verilmistir.
Fonksiyonun
tanim ve gorinti
kiimelerini yaziniz.
isaret tablosunu
yapiniz, sifirlarini

belirtiniz

ARTANLIK VE AZALAN FONKSIYONLAR
ARTAN FONKSIYON
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—
N—

f:AcR->R fonksiyonu verilsin.

Her x,€BcA igin x,<x,=f(x,)<f(x,) ise f
fonksiyonuna A kiimesinde artan
fonksiyon denir.

y

y=f(x) fonksiyonu [a,b]
araliginda pozitif
artandir.

y=g(x) fonksiyonu [a,b]
araliginda negatif
degerli ve artandir.

Kisaca, artan x degerlerine karsilik gelen
y degerleri de artiyorsa fonksiyon
artandir denir.

Artanlik (ya da azalanlik) bir
karsilastirma durumu oldugundan, tek bir
x degeri i¢in artanlhik azalanlik yerine
genel olarak bir aralikta artanlik
azalanlik incelenir.

y=f(x) fonksiyonunun
grafigi verilmistir.
Fonksiyonun artan oldugu
arakliklari yaziniz.

AZALAN FONKSIYON

f:AcR=>R fonksiyonu verilsin.
Her x,eBcA  x,<x,=f(x,)>f(x,) ise f
fonksiyonu B kiimesinde azalan
fonksiyondur denir.

y=f(x) fonksiyonu [a,b]
araliginda pozitif
degerli ve azalandir.

y=g(x) fonksiyonu [a,b]
araliginda negatif
degerli ve azalandir.

Ozet olarak artan x degerlerine karsilik
gelen y degerleri azaliyorsa fonksiyon
azalandir denir.

y=f(x) fonksiyonunun »Y
grafigi verilmistir. 4
Fonksiyonun negatif 3

dederli ve azalan

oldudu en genis acik
arakliktaki x tam

sayltlarinin toplami
kagtir?
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FONKSIYONUN MAKSIMUM—MINIMUM
(EKSTREMUM) DEGERLERI

f:A=>R verilsin.
Her x € Aigin
f(x) < f(xo)
olacak sekilde
bir x,€ A sayisi
varsa (Xo, f(Xo))
noktasina f nin

(mutlak) X,
maksimum

noktasi; b
her x € Aigin a
f(x) 2 f(x1) olacak sekilde bir x; € A
sayisi varsa

(x1, f(x1)) noktasina f nin (mutlak)
minimum noktasi denir. Tanim kimesinin
alt araliklarinda benzer karsilastirmalar
kurularak yerel maksimum ya da
minimumlar da tanimlanir. Bunu
yapabilmek i¢cin maksimum ya da
minimum olacak noktayi kapsayacak
civara (noktayi icine alan herhangi bir
araliga) bakilr.
Sekli inceleyiniz.
y=f(x) fonksiyonu X,

noktalarda yerel maksimum degerler,

X, X, Xg apsisli noktalarda ise yerel
minimum degerler alir.

Bu degerlere (minimum ya da

maksimum ) ekstremum noktalari da
denir. Yerel ekstremumlarin birden fazla
olabilecegine dikkat ediniz.

Maksimumlar igerisinde en biyigine
mutlak maksimum, minimumlar
icerisinde en kicugune mutlak minimum
denir.

X, X apsisli
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Ozet olarak grafikten maksimum ya da
minimuma karar verirken civarda daha
biyik ya da kiugik bir deger
olmamasina bakariz.

Fonksiyonlarin ekstremumlarina karar
verirken artanlik azalanlik arasinda
gecislere de dikkat ediniz.

Bir fonksiyonun tanim kimesi
degistirilirse minimum maksimum
degerleri olusabilir ya da yok olabilir.

Sekilde tanim kiimesi [5,9] Y,
olan y=x fonksiyonu 9l
verilmistir. Bu fonksiyon x=5
icin minimum degerini alir. 51

Fonksiyonun minimum noktasi | | | [x

(5,5) tir. Benzer sekilde x=9 igin ¥
maksimum degerini alir.
Fonksiyonun maksimum noktasi (9,9) dur.

y=f(x) fonksiyonunun
grafigi verilmistir.

y=f(x)

Bu fonksiyon igin x=—4,
x=2 x=6 apsisli
noktalarda yerel
maksimumlar mevcuttur.
Maksimum degerler ise

sirasiyla 5,1 ve 3 olur.
Fonksiyonun mutlak
maksimum degeri
mevcut olup bu deger 5
tir. Bu fonksiyon icin
x=0, x=4 apsisli noktalarda yerel
minimumlara sahiptir. Minimum degerleri ise
sirasiyla —4 ve —2 dir. Mutlak minimum
degeri mevcut olup bu deger —4 tir.

y=f(x) AY
fonksiyonunun ~(x)
grafigi verilmistir. 4
Fonksiyonun mutlak 3
maksimum ve -5 X
minimum deger 6 0 /3 5 61
aldigi apsislerin -1
toplami kagtir? /

-5

f:R>R
f(x)=x
minimum degerlere sahip midir? Aciklayiniz.

fonksiyonu kimesinde maksimum ve
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BiR FONKSIYONUN BIRE—BIRLIGI

f: A > B fonksiyonu verilsin.

Her x4, X2 € Ave x4 # Xz2igin

f(xs ) # f(x2 ) oluyorsa f fonksiyonuna
bire—bir (1-1) fonksiyon denir.

Kisaca, farkli elemanlarin gérintileri de
farkli oluyorsa fonksiyon bire—birdir
denir.

h fonksiyonu tanim kiimesinin farkli en az iki elemanini
deger kimesinden ayni elemanla eslesdiginden bire—bir
(1—1) degildir. g fonksiyonu ise farkli elemanlari farkl
gorintilerle eslestirdiginden bire—birdir.

Bire-birlik i¢in Yatay Dogru Testi

Bir fonksiyonun grafigi ve yatay olarak
cizilen farkli dogrular en gok bir defa
kesisiyorsa fonksiyon bire bir dir . Yatay
dogrular birden ¢ok defa fonksiyon
grafigini kesiyorsa fonksiyon 1-1 degildir.

Reel sayilarda tanimli
y=f(x) fonksiyonu 1-1
midir?

y=f(x)
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y=f(x)
Reel sayilarda tanimli
y=f(x) fonksiyonu 1-1
midir?

f(x)=x REFERANS FONKSIYONUNUN
NITEL OZELLIKLERI

Kurali f(x) = x olan f
fonksiyonunda x, tim
gergek sayi
degerlerini alabilir.
(f fonksiyonunun en 1
genis tanim kimesi -1 | X
gergek sayilardir.) 1 g
f fonksiyonu, x in
aldigi tim gergek v
sayl degerlerini

kendisi ile eglestirir.

(f fonksiyonunun goérintd kimesi gercgek
sayilardir.) (Kisaca f:R>R ).

x = 0 igin f(0) = 0 oldugu gorilir. Buna
gore f fonksiyonunun sifiri sifirdir.

(f(x) = 0 esitligini saglayan x degerine f
fonksiyonunun sifiri deniyor demistik, bu
denklemin x=0 dir.)

x>0 iken f(x)>0; x<0 iken f(x)<0 oldugu

goralir.
f fonksiyonunun isaret 6zeti sekildeki
tablo bigiminde yapilabilir.
X |—°0 0 e}
f(x)=x - 4) +

f(x)=x fonksiyonu ,x bagimsiz degiskeni
artarken y bagimli degiskeni arttigi icin
artan fonksiyondur.

f(x)=x fonksiyonunun goérintu kimesi bir
maksimum ya da minimum deger icermez.
Ancak tanim kimesi farkli alinirsa
maksimum ya da minimum degerler
olusabilir.

f(x)=x fonksiyonunda farkli x degerleri
icin farkli y degerleri elde edildiginden bu
fonksiyon bire—bir dir. (Yatay dogru testi
ile kontrol edilebilir.)
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DEGERLENDIRME

1) Hangisi reel sayilarda tanimli bir fonksiyona ait
olabilir?
y y
/I\ .
/ » X » X
I |
y=u(x)

2) Asagida grafikleri verilen fonksiyonlarin
tanim ve géruntu kimelerini yaziniz

Ay
y=f(x) N
4 y=f(x) o] E—
9 » X 4 C
-6 1 "
» X
-2 -6 7
'y y
3) Yandaki grafik
y=f(x)
fonksiyonuna
aittir.

a) Fonksiyonunun tanim, gértinti kiimelerini
belirtiniz.

b) isaret tablosunu yapiniz

c) artan ve azalan oldugu araliklar belirtiniz
d) sifirlarini yaziniz

€) maksimum ve minimum noktalarini yaziniz.
p [RBIH(5).1(0)

£(6)+H(7) isleminin sonucu kagtir?
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4)

5)

6)

7)

2y
Yandaki grafik y=g(x) 7
fonksiyonuna aittir. Buna
fonksiyonun sifirlarini

yaziniz?

y=f(x) fonksiyonunun grafigi verilmigtir.
a) Fonksiyonunun
tanim, gorunti
kiimelerini belirtiniz.
b) isaret tablosunu
yapiniz

c) artan ve azalan
oldugu araliklari
belirtiniz

d) sifirlarini yaziniz
€) maksimum ve
minimum noktalarini yaziniz.

y=h(x) fonksiyonunun grafigi
verilmigtir. Bu fonksiyonun tanim
kiimesi A gorinti kiimesi B olsun. >
Buna gére, B—A kiimesini yaziniz -5 ’/1 3 7

Yandaki grafik y=h(x) fonksiyonuna , Y
aittir.

a) h(x)=0 denkleminin ka¢
kokua vardir?

b) h(x)=—1 denkleminin kag¢ koki vardir?

c¢) h(x)=8 denkleminin kag kéku vardir?



